ECG1 TD n°16 : Formules de Taylor et développements limités

Exercice 1. Dérivée n-iéme

Soient n € N, a € R* et b € R. Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C™ sur leur ensemble de définition,
et déterminer leur dérivée n-eme :

1 1 1
_ —x _ 2, T _ _ — —_ @
fi(x) = xe fa(z) = x%€ fa(x) = T falz) = G2 f5(x) pp—— fo(x) = (ax+b)* avec @ € N
Exercice 2. Fonction de classe C*°
Soit la fonction définie sur | — 1, 1] par
1
fz) =

VI—a?
1. Montrer que f est de classe C* sur | — 1, 1].
2. Montrer que pour tout n € N, il existe P,, € R[X] tel que

P,(x)

F(x) =

On précisera la relation de récurrence entre P11 et P,.

3. Montrer que pour tout n € N, P,, est de degré n et de coefficient dominant n!.

Exercice 3. Formule de Taylor et inégalités

1. Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x :

T — Zn: M + (—1)ntt /z we,t d&t
0 mn.

k!
k=0

2. On cousidere la fonction g définie sur Ry par: g(z)=1—e"%

En écrivant ’égalité précédente pour n = 2 et n = 3, montrer que :

z? a3 x?

5~ g S 9() 5

Ve R+7

Exercice 4. Formule de Taylor avec reste intégral

A Taide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer pour tout réel = positif :

. 1 1 1 1 1 1 1
1—x§e‘”“§1—x+fx2 1+fx—fx2§\/1+x§1—|—fx x—fx2§ln(1+x)§x—fx2+fx3
2 2 8 2 2 2 3

Exercice 5. Utilisation des développements limités pour déterminer des équivalents simples

En utilisant un développement limité a un ordre convenable, donner un équivalent simple en 0 de :
fi(z) = e* — cos(z) — sin(x) fo(x)=In(l+2z) —=x fa(x) =" — (1 +2)°—(e—1)

Exercice 6. Utilisation des développements limités pour calculer des limites

A P’aide des développements limités et des équivalents, calculer les limites suivantes : (on pourra utiliser les équivalents
ainsi que les développements limités & un ordre convenable)

In(1 — r—1- —1)e*+1
o) i MUHD mz ol @ DetEL
z—0 x? z—0 x? =0 xz(e® — 1)
Vv14+2z—(1 T —1—si
d) lim Rk 3 (1+2) e) lim R f) lim zIn(l+2z)— zln(z)
z—0 T z—0 cosx — 1 T—+00

Exercice 7. Développements limités a ’ordre 3

Donner un développement limité & ’ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :

Ai@) =W +2)cos(x)  fola) =sin@a)  folo) =2 fala) = —D ) =



Exercice 8. Etude de la régularité avec les développements limités

22
— six#0
61 p— 671? .

0 siz=0
1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R.

On note f la fonction définie sur R par f(z) =

2. Montrer que f est continue sur R.

3. Montrer que f est dérivable sur R et préciser la valeur de f/(0).

Exercice 9. Fonction de classe C!

et —1

On note f la fonction définie sur R par f(z) = ln( ) siw#0 .

0 six=0
Montrer que f est de classe C! sur R.

Exercice 10. Position locale de la tangente
Soit f la fonction pour tout x > —1 définie par f(z) = (x — 1)v/1 +z + In(1 + x).
1. Donner le développement limité de x +— /1 + x et 2+ In(1 + x) & l'ordre 2 au voisinage de 0.
2. En déduire I’équation de la tangente au point d’abscisse = 0 et la position de la tangente par rapport a la courbe.

Exercice 11. Etude locale au voisinage de 0

Répondre aux questions suivantes pour chacune des fonctions indiquées :

a) Déterminer le développement limité de f & l'ordre 2 en 0.

b) Donner sans calcul f(0) et f/(0).

¢) Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0.
)

d) Tracer la représentation graphique (locale) de f au voisinage de 0.

1. fla)=€e"+e® 3. f(z) =In(v1—-22%) —x
1 (1 4w)?
2. flx) = T 4. f(x)—m

Exercice 12. Limite d’une suite définie par une somme

n

1
1. Montrer que la suite <; — k) ) converge vers In(2).
= neN*

2
2. A laide d’une formule de Taylor, montrer que pour tout x € [0,1], [e* — 1 — x| < %.

n n

1 1
Zekin 7nizn+k

k=1 k=1

e

3. Montrer alors que pour tout n € N*, < 5
n

n
4. En déduire la limite quand n tend vers oo de Z e HE — .
k=1
Exercice 13. Suite particuliére
. . o L an : an\" _q. _
Soit (a”)nGN une suite positive telle que nll}r_{loo = 0. Montrer que nll}l_ir}w (1 + o ) e =1.

Exercice 14. Dérivée d’ordre 2

—x) —2f(0
Soit f une fonction de classe C'*° au voisinage de 0. Déterminer la limite en 0 de @)+ A 2:::) it )
x
Exercice 15. Utilisation des développements limités pour trouver des asymptotes obliques
Soit f la fonction définie par :

2 _
fo =5

On note Cy la courbe représentative de f dans un repere orthonormé.
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Déterminer le développement limité a 'ordre 1 en 0 de /1 +t.

3. En déduire que C; admet des asymptotes obliques au voisinage de +00 et de —oo et étudier la position locale de
Cy par rapport a ses asymptotes.



